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Zusammenfassung

Die Idee einer denkenden Maschine iibt eine besondere Faszination auf uns aus,
macht sie doch eine Fahigkeit, die uns als Menschen definiert, zum Kopierbaren,
zum Programm.

Die Fortschritte der Computertechnik in den letzten Jahrzehnten scheinen uns die
Moglichkeit immer ndher zu bringen, menschliches Denken kiinstlich zu erzeugen.
Geschwindigkeit, Speicherkapazitéit und logisches Design werden sicherlich in den
néchsten Jahren auch weiteren Fortschritten unterworfen. Doch ist kiinstliche
Intelligenz wirklich nur ein Problem schnellerer Computer, grofieren Speichers
und ausgefeilterer Algorithmen?

ROGER PENROSE, Rouse-Ball-Professor an der Universitdt Oxford, fiithrt in sei-
nem Buch ,Schatten des Geistes“ [3] starke (und schwache) Argumente gegen
zuviel Optimismus ins Feld. Dieses vielfach kontrovers diskutierte Werk enthélt
einen faszinierend einfachen, aber bedeutenden Gedanken, der die Berechenbar-
keit des menschlichen Denkens in Frage stellt. Diesen Gedanken einschlieend soll
diese Thematik in dieser Arbeit in gebiihrendem Mafle beleuchtet werden.
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Kapitel 1

Einleitung / Vorbetrachtungen

In den Jahren 1900 und 1928 formulierte DAVID HILBERT! das sogenannte Ent-
scheidungsproblem. Er forderte ein allgemeines algorithmisches Verfahren zum
Losen mathematischer Probleme bzw. eine Antwort auf die Frage, ob ein solches
Verfahren iiberhaupt existieren kann.

Um {iber die Leistungsfihigkeit von solchen algorithmischen Verfahren zu ur-
teilen, ist es notwendig, eine formale Beschreibung dafiir zu finden. Hier bieten
sich die Arbeiten von ALAN TURING? aus den Jahren 1935/36 an. TURING ver-
suchte, die Funktionsweise solcher Verfahren mit elementaren mathematischen
Ausdriicken zu beschreiben.

Dabei spielen die Begriffe Algorithmus und TURING-Maschine eine wichtige Rolle,
die wir in den néchsten Abschnitten vorstellen wollen.

1.1 Algorithmen

Ein Algorithmus ist ein systematisches Verfahren, mit Hilfe dessen eine bestimmte
(sagen wir mathematische) Fragestellung gelost werden kann.

Beispiele fiir Algorithmen finden sich schon lange vor Beginn unserer Zeitrech-
nung in der griechischen Antike. Einer der bekanntesten ist der EUKLIDische
Algorithmus®.

!'DaviD HILBERT (1862-1943), deutscher Mathematiker.

2ALAN MATHISON TURING (1912-1954), britischer Mathematiker. TURING gilt heute als
einer der einfluffireichsten Theoretiker der Berechenbarkeitstheorie und der frithen Computer-
entwicklung.

3nach EUKLID, Eukleides von Alexandreia (ca. 300 v.u.Z.), griechischer Naturwissenschaftler.
Das Verfahren zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers wurde im 7. Buch seiner
ELEMENTE erstmals vorgestellt.
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Dieser Algorithmus beschreibt eine Verfahrensweise, fiir zwei natiirliche Zahlen
beliebiger Grofie nach einer gewissen Zeit deren grofiten gemeinsamen Teiler zu
bestimmen. Fiir groflere Zahlen wird das Verfahren sicher ldnger brauchen, als
bei sehr kleinen Zahlen, aber in jedem Einzelfall wird es schlielich nach endlich
vielen Schritten abbrechen und das korrekte Ergebnis liefern. Dabei gibt das
Verfahren absolut exakt an, was bei jedem einzelnen Schritt der Rechnung zu tun
ist. Aulerdem ist das Verfahren durch endlich viele Ausdriicke beschreibbar, zum
Beispiel durch ein (endliches) FluBidiagramm, welches den logischen Ablauf des
Verfahrens beschreibt.

Dies sind genau die Anforderungen, die wir ganz allgemein an einen Algorithmus
stellen wollen: Algorithmen sind also systematische Verfahren, die uns exakt be-
schreiben, wie zu jedem Zeitpunkt vorgegangen werden soll, die nach endlicher
Zeit zum Stillstand (und damit einem Ergebnis) gelangen, und die mit endlich
vielen Ausdriicken beschrieben werden kénnen.

In den dreiffiger Jahren entstanden mehrere préizise Beschreibungen des Begriffes
Algorithmus. Der iiberzeugendste und auch historisch wichtigste Ansatz dieser
Art wurde von dem bahnbrechenden Informatiker ALAN TURING hervorgebracht
und verwendet den Gedanken der TURING-Maschine.

1.2 TURING-Maschinen

Wir stellen uns ein Band vor, welches sich nach links und rechts frei und unendlich
weit entfaltet und gleichméfig in (wieder-)beschreibbare Felder unterteilt ist. In
jedes Feld pafit genau ein Zeichen aus einem vorher definierten Alphabet.

Unser Alphabet sei {0,1,_}, wobei ,,_“ als Leerzeichen verstanden werden soll,
welches sich auf allen Feldern befindet, die nicht durch die (echten) Zeichen 0
und ,,1“ beschrieben sind. Wir werden spéter sehen, dafl die Beschrankung auf
dieses recht kleine Alphabet keine echte Einschrankung der prinzipiellen Lei-
stungsfiahigkeiten von TURING-Maschinen darstellt.

In TURrINGs Vorstellung besteht das ,,Band* aus einer linearen, in beide Rich-
tungen unendlichen Folge von Quadraten.

Eine TURING-Maschine ist nun ein Apparat, der sich von Feld zu Feld auf diesem
Band hin- und herbewegen kann. Dieser Apparat kann das Zeichen, iiber dem er
sich befindet, lesen und durch ein anderes ersetzen. Auflerdem befindet sich der
Apparat in einem internen Zustand, den er selbst verdndern kann. Dies alles wird
gesteuert durch ein Programm.

Dieses Programm gibt fiir jeden Zeittakt (abhéngig vom momentanen Zustand
und dem gelesenen Zeichen) genau an, durch welches Zeichen das gelesene Zei-
chen ersetzt werden soll, in welche Richtung sich der Apparat bewegen soll (die
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Maschine bewegt sich immer nur genau ein Feld nach rechts oder links) und in
welchen internen Zustand er iibergehen soll.

Diese einfache Beschreibung einer Maschine folgt bei genauer Betrachtung exakt
der Handlungsweise eines Algorithmus in elementarer Form:

Man bekommt einen Input (in diesem Falle das Zeichen, welches die Maschi-
ne auf dem Band vorfindet), gibt einen Output aus (das Zeichen, welches sie
auf dem Band hinterlat) und begibt sich in einen anderen Zustand. Die Bewe-
gungsfihigkeit der Maschine sichert, dafl sie sich auch anderen Inputs zuwenden
kann, ebenso wie selbst niedergeschriebenen Zwischenergebnissen.

Die Maschine beendet ihre Berechnungen (sie hiilt an), wenn sie den besonderen
Zustand STOP, den sogenannten End-Zustand, erreicht.

An dieser Stelle ist ein kleines Beispiel notig:

Die Eingabe fiir die TURING-Maschine (nennen wir sie NF, wie ,Nachfolger®)
besteht aus einer endlichen Folge von Nullen und Finsen, die als Bindrzahl auf-
gefafit wird. NF soll zu dieser Bindrzahl 1 addieren.

Sie startet im Zustand z, und steht an einer beliebigen Stelle der Eingabe, also
der auf das Band geschriebenen Bindrzahl.

Hier zundchst einmal das Programm.:

NF 0 1 -

21 0—>21 1—>Zl _ < 29

Zo | 123 0«29 1 23

23 | 0«23 1+ 23 STOP

Hierbei stehen in den Zeilen der Tabelle die Zustdinde, in denen sich die Maschine
befinden kann. In den Spalten findet man fiir jedes Zeichen, das gelesen wird, die
Anweisungen, wie sich die Maschine verhalten soll. Man findet also fir jedes
gelesene Zeichen und jeden internen Zustand einen genauen Eintrag, wie die
Maschine arbeitet.

Das erste Zeichen jedes Fintrages gibt an, wodurch das gelesene Zeichen ersetzt
werden soll. Der Pfeil zeigt die Bewegqungsrichtung der Maschine an, und zuletzt
wird der Zustand angegeben, den der Apparat einzunehmen hat.

Beobachten wir, wie die Maschine auf eine Eingabe reagiert:

Im Zustand z, lduft NF solange nach rechts, bis sie das erste ,_“ erreicht. Dies

wird erreicht, indem alle Zeichen, die sich von ,_“ unterscheiden, ignoriert wer-
den und weiter nach rechts gelaufen wird. Findet die Maschine ein ,_“, geht sie
einen Schritt nach links und wechselt zum Zustand zy. Sie befindet sich nun auf
der letzten Stelle der Bindrzahl.
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Im Zustand zo geht das eigentliche Addieren der 1 vor sich. Die Maschine ersetzt
nach links gehend solange Einsen durch Nullen, bis sie zum ersten Mal auf ,0“
oder ,_“ trifft. Dieses ersetzt N¥' durch ,1% geht einen Schritt nach links und
wechselt zum Zustand zs. In diesem Zustand lauft NF bis zum ndchsten ,_“ nach
links und hdlt dann an. Die Maschine steht nun auf dem Leerzeichen direkt vor
der ersten Ziffer der Bindrzahl.

Man kann sich leicht davon tiberzeugen, dafs die angegeben Maschine tatsdchlich
zu jeder beliebigen Bindrzahl 1 addiert.

TURING-Maschinen sind, damit sie exakt arbeiten, auf gewisse Vereinbarungen
angewiesen.

Auch die hier beschriebene Maschine NF arbeitet nicht korrekt, wenn sie am
Anfang nicht auf einer Ziffer einer Binérzahl (endlich!) steht:

Besteht das Band anfangs ausschlieBlich aus Leerzeichen, stoppt die Maschine,
nachdem sie eine 1 auf das Band geschrieben hat.

Eine unendlich grofie Eingabe aus Nullen und Einsen 148t die Maschine scheitern
(sie hdlt dann nicht an), da sie das Ende der Zahl niemals erreichen kann.

Deshalb legt man fiir TURING-Maschinen gewisse sinnvolle Vereinbarungen fest.

In jedem einzelnen Fall mufl der Input endlich sein. Wir verstehen als Input die
von Leerzeichen verschiedenen Zeichen (also Nullen und Einsen), und zusétzlich
einzelne (Trennungs-)Leerzeichen, die sich zwischen Nullen und Einsen befinden.
Demnach enthélt das Band, obwohl es laut Annahme unendlich grof ist, zu jedem
Berechnungsschritt jeweils nur endlich viele von Leerzeichen verschiedene Zeichen.
In beiden Richtungen kann das Band also jenseits eines gewissen Feldes (abhéngig
von den bis dahin vollfithrten ,,Berechnungen®) nur noch Leerzeichen enthalten.
Es ist auflerdem sinnvoll, die Maschine am Anfang direkt auf dem am weitesten
links stehenden Zeichen der Eingabe starten zu lassen.

Die allgemeine Forderung der endlichen Beschreibbarkeit, die wir auch an einen
Algorithmus stellen wollen, stellt sich im Falle der TURING-Maschinen wie folgt
dar:

Jede TURING-Maschine besteht nur aus endlich vielen internen Zustanden.

TURING-Maschinen diirfen prinzipiell beliebig lange laufen, um zu einem Ergeb-
nis zu gelangen. Wenn eine TURING-Maschine allerdings niemals anhilt, ist das
Ergebnis nicht definiert. Schliellich kénnen wir erst dann den Inhalt des Ban-
des als endgiiltigen Output interpretieren, wenn die Maschine ihre Berechnung
beendet hat.

Mit diesen Vereinbarungen kann man die Leistungsfihigkeit von TURING-Ma-
schinen folgendermafien umschreiben:

Eine TURING-Maschine findet auf dem Band eine Eingabe vor und 148t (sofern
sie nach endlicher Zeit stoppt) auf dem Band eine Ausgabe zuriick. Um eine
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absolut deterministische Verhaltensweise der TURING-Maschine zu garantieren,
vereinbaren wir nun, daf§ sich die Maschine am Anfang der Berechnung immer
auf dem ersten (am weitesten links stehenden) Zeichen des Inputs befinden soll.

Die oben beschriebene Maschine NF' errechnet somit in der Tat den Nachfolger
einer auf dem Band befindlichen Biné&rzahl.

Es ist prinzipiell nicht schwer, TURING-Maschinen auch schwierigere Aufgaben
ausfiithren zu lassen, zum Beispiel das Addieren von beliebig grofien Zahlen, auch
das Multiplizieren der Eingabe mit festen Faktoren, ebenso das Addieren oder
Multiplizieren von mehreren Eingaben, die sich, durch Leerzeichen getrennt, hin-
tereinander auf dem Eingabeband befinden.

Auch weitaus kompliziertere Rechnungen stellen kein prinzipielles Problem dar,
sondern sind allenfalls mit einer betrachtlichen Erhohung der Zustandsanzahl
verbunden, so zum Beispiel die Berechung einer bestimmten Ziffer von .

TURINGs Uberlegungen zeigten, daf8 die Beschriinkung auf ein bestimmtes endli-
ches Alphabet (wir hatten uns weiter oben auf das Alphabet {0, 1, _} beschrénkt)
nichts an den prinzipiellen Fahigkeiten von TURING-Maschinen &ndert, die ledig-
lich dieses sehr kleine Alphabet verwenden diirfen:

Fiir jede TURING-Maschine, die ein anderes Alphabet verwendet, 143t sich eine
neue TURING-Maschine finden, die lediglich das Alphabet {0, 1, _} benutzt, aber
prinzipiell das gleiche leistet.

Gegebenenfalls miissen dabei auch Input und Output in das neue Alphabet
iibersetzt werden. Die neue Maschine wird eventuell ldnger als die alte Maschine
brauchen, aber immer, wenn die alte Maschine zu einem bestimmten Ergebnis
gelangt ist, wird die neue Maschine zum gleichen Ergebnis kommen.

Wir wollen uns deshalb im Rahmen dieser Arbeit auf das obige Alphabet {0, 1, _}
beschranken.

Wo allerdings stof8t man auf die Grenzen der Berechenbarkeit durch TURING-
Maschinen? Ist jede mathematische Rechnung, die wir intuitiv als ,,berechenbar®
auffassen wiirden, auch durch TURING-Maschinen berechenbar?
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1.3 TURrING-Berechenbarkeit

Eine der wichtigsten Erkenntnisse iitber TURING-Maschinen ist die Uberlegung,
daB wir jede beliebige TURING-Maschine M als eine spezielle einstellige Funktion
fur interpretieren kénnen, die bestimmte natiirliche Zahlen auf natiirliche Zahlen

abbildet.

Unsere Vereinbarung, nur endlich grofle Inputs auf dem Band zuzulassen, gestat-
tet uns folgende Vorgehensweise:

(a)

Wir codieren den kompletten (endlichen!) Input, welcher sich zu Beginn der Be-
rechnung auf dem Band befindet, durch eine natiirliche Zahl. Auch bei mehreren
Binérzahlen, die sich (durch Leerzeichen getrennt) als Eingabe auf dem Band
befinden, ist dies problemlos moglich.

(b)

Ebenso codieren wir den kompletten Output der Maschine, falls sie den End-
Zustand erreicht hat, durch eine natiirliche Zahl.

(c)

Die Funktion f3; bildet nun natiirliche Zahlen folgendermafien auf natiirliche
Zahlen ab:

Falls die Maschine M bei Eingabe (Input) von ¢ den End-Zustand mit dem Output
j erreicht, gilt fy (i) = j.

Hélt eine TURING-Maschine M bei Eingabe einer bestimmten natiirlichen Zahl
nicht an, so gehort diese Zahl nicht zum Definitionsbereich der entsprechenden
Funktion fj;. Jede TURING-Maschine bildet also eine Teilmenge der natiirlichen
Zahlen IN in die natiirlichen Zahlen ab.

Definition 1.1. (TURING-Berechenbarkeit)

Eine Funktion f : IN — IN  heifst TURING-berechenbar, wenn es eine
TURING-Maschine gibt, die fiir alle Eingaben aus dem Definitionsbereich der
Funktion den Funktionswert berechnet und bei allen anderen FEingaben nicht an-

hilt.

Eine weitere entscheidende Eigenschaft von TURING-Maschinen ist, da man
TURING-Maschinen ,,GODELisieren“* kann. Damit ist die Mglichkeit gemeint, ei-
ne eineindeutige Funktion anzugeben, die jeder TURING-Maschine eine natiirliche
Zahl zuordnet.

4nach KURT GODEL (1906-1978), 6sterreichischer Mathematiker und Logiker. GODEL wird
von vielen als der bedeutendste Logiker des 20. Jahrhunderts angesehen.
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TURING-Maschinen sind durch ihr (endliches) Programm eindeutig beschrieben.
Es stellt kein besonders schwieriges Problem dar, diese Programme eineindeutig
durch natiirliche Zahlen zu codieren.

Natiirlich werden dabei jede Menge , Blindgénger® entstehen — Programme, die
iiberhaupt nichts berechnen und bei keiner einzigen Eingabe anhalten. So werden
z.B. verschiedene TURING-Maschinen ungeachtet dessen, was sie auf dem Band
vorfinden, stur in eine Richtung laufen; andere kénnen nicht zu einem Ende kom-
men, weil niemals in den End-Zustand STOP gewechselt wird.

Das alles stellt aber kein Problem dar, weil wir ja ausdriicklich auch Teilmengen
der natiirlichen Zahlen (also auch die leere Menge ()) als Definitionsbereiche der
zu den TURING-Maschinen gehérenden Funktionen erlaubt haben.

Unsere Beschrinkung auf TURING-Maschinen, die mit dem sehr kleinen Alphabet
{0,1, _} arbeiten, vereinfacht natiirlich die Codierung der Programme.

Jede TURING-Maschine wird also durch eine spezielle natiirliche Zahl eindeutig
beschrieben. Ebenso gehort zu jeder natiirlichen Zahl eindeutig eine bestimmte
TURING-Maschine.

Da jede TURING-Maschine M auflerdem als eine gewisse Funktion fj; interpre-
tierbar ist, gelangen wir zu folgender Definition:

Definition 1.2. (M;, D;)

Die eindeutig bestimmte Funktion, die von der i-ten TURING-Maschine berechnet
wird, bezeichnen wir mit M;, deren Definitionsbereich mit D;, also:

Die Schreibweise M;(j) umschreibt also den Funktionswert der Funktion M; an
der Stelle 7, d.h. den Output der i-ten Maschine, wenn sie den Input j erhélt.
Man spricht hier auch von der Berechnung M;(j).

Nehmen wir also einmal an, die oben beschriebene Maschine NF habe die Nummer
110976, dann kénnen wir schreiben:

M110976(.CL’) =xz+1 fir alle x € IN

Obwohl wir die Bezeichnung M; fiir die Funktion verwenden, die durch die i-te
TURING-Maschine berechnet wird, ist es iiblich, auch die Maschine selbst mit
M; zu bezeichnen. Eine Begriffsvertauschung ist normalweise durch den Kontext
nicht moglich, zumal TURING-Maschinen und die jeweiligen Funktionen, die sie
berechnen, sich ohnehin entsprechen.

Fassen wir noch einmal zusammen:

Ohne die prinzipielle Funktionalitéit beliebiger TURING-Maschinen einzuschran-
ken, konnen wir uns auf die Betrachtung spezieller TURING-Maschinen beschrén-
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ken, die mit dem Alphabet {0,1, _} arbeiten und die zu Beginn der Berechnung
auf dem am weitesten links stehenden Zeichen des Inputs stehen. Jede solche
TURING-Maschine kann als Funktion aufgefat werden, die natiirliche Zahlen
(den Input) aus ihrem Definitionsbereich auf natiirliche Zahlen (den Output)
abbildet. Aulerdem koénnen wir jeder dieser Maschinen bzw. Funktionen in ein-
deutiger Art und Weise eine natiirliche Zahl zuordnen.

Die TURING-berechenbaren Funktionen sind also genau die Funktionen
My, My, My, Ms, ..., denen exakt sdmliche TURING-Maschinen entsprechen.

Wir definieren nun eine Menge, die in unseren weiteren Untersuchungen eine
wichtige Rolle spielen wird:
Definition 1.3. (RE)

Was bedeutet diese Definition?

In der Menge RE befinden sich die Definitionsbereiche aller TURING-berechenba-
ren Funktionen, gewissermafien die Definitionsbereiche aller TURING-Maschinen.
Zu jeder dieser Mengen gibt es also eine TURING-Maschine, die bei Eingabe von
Elementen der Menge anhilt (also den STOP-Zustand erreicht) und bei allen
restlichen Eingaben nicht anhélt. Da jedes D; eine Teilmenge der natiirlichen
Zahlen ist, handelt sich also um eine Teilmenge der Potenzmenge von IN.

Die Elemente von RE (engl. Recursively Enumerable) nennen wir aufzdihlbare
Mengen.

Gebréuchlich ist auch folgende Sprechweise: Die TURING-Maschine M; zahlt die
Menge D; auf.

Gibt es iiberhaupt Teilmengen von IN, die nicht Elemente von RE sind? Der
folgende Satz wird uns bei der Beantwortung dieser Frage helfen:

Satz 1.1. (Die Kardinalitit von RE)
RE und IN sind gleichmidichtig’.

Beweis:

Die Definition von RE zeigt sofort, dafi die Kardinalitit von RE nicht grofier als
die Kardinalitdt der natirlichen Zahlen ist.

Jeder einzelne Definitionsbereich gehort zu vielen verschiedenen TURING-Maschi-
nen. Zum Beispiel kann man fir eine bestimmte TURING-Maschine den STOP-
Zustand durch einen weiteren Zustand ersetzen, der den Qutput unverdndert

Zwei Mengen sind gleichmiichtig, wenn ihre Kardinalitiit (oder M#chtigkeit) iibereinstimmt.
Es gibt dann eine eineindeutige Abbildung der einen Menge auf die andere.
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lafst und in jedem Fall als ndchstes in den STOP-Zustand wechselt. Diese neue
TURING-Maschine hat natirlich den gleichen Defintionsbereich wie die alte, hat
aber eine andere (vermutlich grifiere) Nummer.

Deshalb ist es notig zu zeigen, dafs die Kardinalitit von RE nicht kleiner als die
Kardinalitdt von IN ist.

Fiir Mengen der Form {n} (also Mengen, die nur eine einzige natiirliche Zahl ent-
halten) kann man trivial TURING-Maschinen angeben, deren Definitionsbereich

{n} ist:
Die TURING-Maschinen werden einfach in eine unendlich lang laufende Schleife
gelenkt, es sei denn, die Zahl n liegt als Input vor. Dann lassen wir die Maschi-

ne in den STOP-Zustand tibergehen. Die Menge {n} ist also fir jedes n € IN
aufzihlbar.®

Auf diese Art und Weise erhalten wir so viele echt verschiedene Definitionsberei-
che, wie es natiirliche Zahlen gibt.

Somit sind RE und IN gleichmdchtig. O

Geméafl der méchtigen und schonen Theorie der transfiniten Zahlen, die gegen
Ende des 19. Jahrhunderts von GEORG CANTOR’ entwickelt wurde, ist die Kar-
dinalitdt von IN gleich der transfiniten Zahl mit der Bezeichnung Ny (,,Aleph
null“). Man sagt in diesem Zusammenhang auch: IN ist eine abzdhlbar unendliche
Menge.

Aulerdem ergibt sich, dafl die Kardinalitdt der Menge aller Teilmengen der
natiirlichen Zahlen, also der Potenzmenge von IN, echt grofier als die Kardinalitat
von IN ist®. Mathematiker bezeichnen diese transfinite Zahl mit ;. Es gilt also
Ny < Ny.

Hat eine Menge die Kardinalitdt N, spricht man von einer tberabzdhlbar un-
endlichen Menge. Andere iiberabzahlbar unendliche Mengen sind z.B. die reellen
Zahlen oder auch die reellen Zahlen zwischen O und 1.

Die Menge der aufzdhlbaren Mengen RE ist also eine abzdhlbar unendliche Menge;
die Potenzmenge von IN ist dagegen eine tberabzihlbar unendliche Menge.

Indem wir jetzt auf unsere urspriingliche Frage zuriickkommen, ob es iiberhaupt
nicht-aufzdhlbare Teilmengen von IN gibt, stellen wir fest, dafi die aufzdhlbaren
Mengen nur eine abzéhlbar unendliche Teilmenge der Potenzmenge von IN bilden.

6 Auf shnliche Art kann man leicht zeigen, da8 jede endliche Menge aufzihlbar ist.

"GEORG CANTOR (1845-1918), deutscher Mathematiker. CANTOR gilt als Begriinder der
Mengenlehre und lieferte wichtige Beitrége zur modernen Mathematik.

8Es gilt sogar ganz allgemein, da die Kardinalitit der Potenzmenge einer Menge echt grofier
ist als die Kardinalitdt der Menge selbst.
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1.4 Das Halteproblem

Wir wollen nun eine spezielle nicht aufzdhlbare Menge direkt angeben. Dazu
fithren wir zunéchst eine wichtige verkiirzende Schreibweise ein, die in der ge-
samten vorliegenden Arbeit Verwendung finden wird:

M;(j) = L soll bedeuten:

die i-te TURING-Maschine hdlt bei Eingabe von j nicht an,
M;(5) # L Dbedeutet:

die i-te TURING-Maschine hdlt bei Eingabe von j an.

Betrachten wir nun die folgende Menge:

Definition 1.4. (Halteproblem)
K:={neN:M,(n)=1}

K enthilt die Nummern aller TURING-Maschinen, die bei Eingabe ihrer eigenen
Nummer nicht anhalten.

Diese Menge ist nicht aufzéhlbar, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 1.2. (Nichtaufzihlbarkeit des Halteproblems)
K ¢ RE

Beweis: (indirekt)

Nehmen wir K € RE an. Demnach ist K der Definitionsbereich einer TURING-
Maschine, sagen wir My (die Maschine habe also die Nummer k):

K =D,
Es qilt also fiir beliebige n € IN:
n € K < My(n) # L, d.h. firn € K hilt die Berechnung My (n) an.

AuBerdem gilt n € K < M,(n) = L fiir alle n € IN nach der Definition von K.
Daraus folgt fiir beliebige n € IN:

My(n) # L < M,(n) =1

Setzen wir n = k:

My(k) # L < My(k) =1

Das ist ein Widerspruch. Daraus folgt: K ¢ RE a
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1.5 CHURCH-TURING-These

Wie wir schon festgestellt haben, konnen TURING-Maschinen auch sehr schwierige
mathematische Algorithmen ausfiihren. Je ldnger man sich mit den Fahigkeiten
von TURING-Maschinen auseinandersetzt, desto iiberzeugender erscheint die Ver-
mutung, dafl derartige Maschinen im Prinzip jede beliebige algorithmische Opera-
tion ausfithren kénnen. Solange ein bestimmtes algorithmisches Rechenverfahren
geniigend klar umrissen ist, kann man verniinftigerweise annehmen, daf§ sich zu
seiner Ausfithrung eine TURING-Maschine konstruieren 1af3t.

Im Zuge des von DAVID HILBERT formulierten ,, Entscheidungsproblems* beschétf-
tigten sich aufler TURING auch andere Wissenschaftler mit dem Versuch, den Be-
griff der Berechenbarkeit auf eine theoretische Basis zu stellen. Dabei entstanden
vielfaltige Modelle algorithmischen Arbeitens (Lambda-Kalkiil, MARKOV-Algo-
rithmen®, partiell rekursive Funktionen etc.).

Verbliiffenderweise gelangt man zu der Erkenntnis, dafl die Mengen der Funk-
tionen, die nach diesen Modellen jeweils berechenbar sind, sich prézise gleichen.
Die verschiedenen Modelle zur Beschreibung von Algorithmen erweisen sich als
vollkommen dquivalent.

Dadurch ist man allgemein zu der durchaus naheliegenden Ansicht gelangt, dafl
unsere intuitive Vorstellung von einem algorithmischen (oder mechanischen, ef-
fektiven oder rekursiven) Verfahren sich exakt durch den Begriff der TURING-
Maschine definieren 1a8t. Dieser Standpunkt wurde als CHURCH-TURING-These!?
bekannt. ALONZO CHURCH hatte unabhéngig von ALAN TURING die Theorie des
sogenannten Lambda-Kalkiils entwickelt.

Heute, im Zeitalter immer schnellerer Computer mit immer gréfleren Speicher-
einheiten, wird kaum jemand diese These anzweifeln.

Unter Verwendung der CHURCH-TURING-These werden wir uns nun endgiiltig
der Losung des urspriinglichen HILBERTschen Entscheidungsproblems néhern.

1.6 Das HILBERTsche Entscheidungsproblem

TURINGs Ideen waren urspriinglich zu dem Zweck entwickelt worden, das HiL-
BERTsche ,, Entscheidungsproblem* zu l6sen. Zur Erinnerung:

Nicht weniger als ein allgemeines algorithmisches Verfahren zum Lésen mathe-
matischer Probleme war gesucht.

9nach ANDREI MARKOV (1903-1979), russischer Mathematiker und Logiker.
ArLonzo CHURCH (1903-1995), amerikanischer Mathematiker, einer der Begriinder der
theoretischen Informatik.
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TURING entwickelte die folgende Version der urspriinglichen Frage: Konnen wir
jemals ein algorithmisches Verfahren vorlegen, welches fiir jede natiirliche Zahl
n entscheidet, ob die n-te TURING-Maschine bei Eingabe von n anhélt? Die
Antwort, die uns TURING geben konnte, lautet: Nein.

Versuchen wir zu verstehen, wie er zu diesem Ergebnis gekommen war:

Nehmen wir dazu an, es gebe das gesuchte Verfahren. Die CHURCH-TURING-
These sagt aus, daf} jedes algorithmische Verfahren durch eine TURING-Maschine
beschreibbar ist. Es ist nun nicht mehr schwer einzusehen, dafl es also eine
TURING-Maschine geben muf3, die entscheidet, ob die n-te TURING-Maschine
bei Eingabe von n anhélt. Wir wollen diese Maschine H nennen.

Es muf sich bei der Maschine H um eine sogenannte universelle TURING-Maschi-
ne handeln. Damit sind TURING-Maschinen gemeint, die imstande sind, andere
TURING-Maschinen zu simulieren (imitieren).

Wir kénnen nun annehmen, H liefert (bei Eingabe von n) auf dem Band die Zahl
1, wenn die n-te TURING-Maschine anhélt, anderenfalls die Zahl 0.

Es gilt dann fiir alle n € IN:

[ 0 falls M,(n)=1
H(n) = { 1 falls M, (n) # L

Es ist leicht, nun eine TURING-Maschine H* zu konstruieren, die fiir alle n € IN
folgendermaflen arbeitet:

< v |0 falls M, (n) = L
H(n) = { M,(n)+1 falls M,(n) # L

Dies ist moglich, weil wir im Falle von M,,(n) # L einfach die Rechnung M,,(n)
von H* imitieren lassen kénnen, bevor wir zum Schlufl noch 1 addieren.

Wie wir wissen, besitzt jede TURING-Maschine eine Nummer. Die Nummer von
H* sei k (wobei natiirlich k£ € IN). H* ist also genau die Maschine M.

Wir setzen speziell n = k, es gilt nun:

) 0 falls M, (k) = L
H*(n) = My(k) = { M(k) +1 falls MZ(k) 71

Der erste Fall (M (k) = L) kann allerdings nie erfiillt sein, weil dann My (k) =0
wére, obwohl M (k) = L gilt, was bedeutet, daf§ M (k) niemals anhélt. Aber auch
der zweite Fall (My(k) # L) ist ausgeschlossen, weil dann My (k) = My (k) + 1
gelten wiirde.

Also kann es das Verfahren, dessen Existens wir zunichst angenommen haben,
nicht geben. Kein algorithmisches Verfahren ist fihig zu entscheiden, ob die n-te
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TURING-Maschine bei Eingabe von n anhélt oder nicht. Es existiert also kein all-
gemeines algorithmisches Verfahren zum Losen mathematischer Probleme. HIL-
BERTs Fragestellung ist geldst.



Kapitel 2

Berechenbarkeit des Denkens?

Die Tatsache, dafl die im Abschnitt iiber das Halteproblem beschriebene Menge
K:={neN:M,(n)= 1}

nicht aufzéhlbar ist, konnte das HILBERTsche Entscheidungsproblem 16sen. Das
Halteproblem wird uns in leicht abgewandelter Form auch weiterhin beschéftigen.

Wir wollen versuchen, eine Leistung des menschlichen Denkens zu beschreiben,
zu der kein Algorithmus (also keine TURING-Maschine) féhig ist.

Insbesondere wird uns die menschliche Fahigkeit zum korrekten mathematischen
Schluffolgern interessieren.

2.1 Ein paar Vorbereitungen

Zunéchst definieren wir noch eine weitere wichtige Menge.

Definition 2.1. (REC)
REC := {M C IN: M € RE A M € RE}

Dabei bezeichnet M das Komplement von M, also IN\ M. Sie enthilt diejenigen
natiirlichen Zahlen, die nicht in M enthalten sind.

Die Elemente von REC werden entscheidbare Mengen genannt. Die Bezeichnung
ist durchaus suggestiv gewéhlt.

Der Unterschied zu den Elementen von RE, den aufzidhlbaren Mengen, besteht in
folgendem:

Eine Menge M € REC muf} zwei Eigenschaften erfiillen:

20
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(1) M € RE, d.h. es gibt eine TURING-Maschine, sagen wir M;, die M aufzéhlt,
es gilt also fiir beliebige n € IN:

(2) M € RE, d.h. es gibt eine andere TURING-Maschine, sagen wir M;, die M
aufzahlt. Hier gilt fiir alle n € IN:

Mn)# Lend¢g M

Man kann nun eine dritte TURING-Maschine, sagen wir M}, konstruieren, die fiir
jede beliebige Eingabe n abwechselnd jeweils einen Berechnungsschritt von M;
und M; simuliert. Die Maschine soll die Simulation beenden, wenn eine der beiden
Maschinen anhélt. Bevor sie endgiiltig anhélt, soll sie nun noch eine Ausgabe nach
folgendem Muster produzieren:

1 fallsne M
Mi(n) = { 0 fallsn¢ M

Die Ausgabe der Maschine bei einer Eingabe von n teilt uns also mit, ob n € M
oder n ¢ M gilt. In diesem Sinne ist die Bezeichnung entscheidbare Menge zu
verstehen. Man spricht auch davon, dafi die Maschine M, die Menge M entschei-
det.

Daf} es aufzihlbare, aber nicht entscheidbare Mengen gibt, zeigt folgender Hilfs-
satz:

Hilfssatz 2.1. REC C RE

Beweis:

REC C RE folgt sofort aus der Definition von REC.

Es geniigt eine aufzihlbare, nicht entscheidbare Menge anzugeben:
K:={neN:M,(n)# 1}

Diese Menge ist das Komplement zur Menge K (siehe Seite 16) und enthilt die
Nummern aller TURING-Maschinen, die bei Eingabe ihrer eigenen Nummer an-
halten. Zum Beweis von K € RE konstruteren wir trivial eine TURING-Maschine,
die bei Eingabe von n exakt M,(n) simuliert. Diese Maschine hdilt genau dann
an, wenn M, (n) anhdlt.

Da K nicht aufzihlbar ist (siche Satz 1.2 auf Seite 16), ist K nicht entscheidbar.
O

Auch die Menge REC ist eine unendliche Menge, da die im Beweis von Satz 1.1
erwdahnten endlichen Mengen, die nur eine einzige natiirliche Zahl enthalten, ent-
scheidbare Mengen sind. Wegen REC C RE sind REC und RE somit gleichméchtig.
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2.2 Menschliches Denken

In der Definition 1.4 (Seite 16) wurde die Menge K (Halteproblem) beschrieben.
Die Menge K enthélt die Nummern aller Maschinen, die bei Eingabe ihrer eigenen
Nummer nicht anhalten. Diese Menge ist nicht aufzdhlbar. Dennoch kann man
fiir viele natiirliche Zahlen schliissig und korrekt nachweisen, dafl sie zur Menge
K gehoren.

Zum Beispiel gibt es viele Maschinen, die bei keiner einzigen Eingabe anhalten,
weil ihr gesamter Befehlsaufbau keine verniinftige Berechnung zulifit.! Ebenso
kann man sicher bei vielen Maschinen leicht zeigen, dafl sie unabhéngig von der
Eingabe nach einer gewissen Zeit in eine unendliche Schleife geraten:

S 0 1 _

211 0—>20 1 — 29 _— 29
29 | 0— 21 121 _+— 2z
z3 | STOP STOP STOP

Diese Maschine S lduft im ersten Zustand (unabhéngig von der Eingabe) immer
einen Schritt nach rechts, um dann in den zweiten Zustand zu wechseln. Dort
lduft sie einen Schritt nach links und wechselt wieder in den ersten Zustand.

Diese Liste kann man beliebig fortsetzen.

Man konnte sogar meinen, wenn man eine vorgegebene Maschine hinreichend lan-
ge untersucht, wird man immer verstehen, wie sie genau arbeitet, und dementspre-
chend beweisen konnen, wenn sie tatsédchlich bei Eingabe ihrer eigenen Nummer
nicht anhélt.

Diese Behauptung ist nicht haltbar, da man relativ leicht TURING-Maschinen an-
geben kann, die ein bestimmtes mathematisches (sagen wir zahlentheoretisches)
Problem 16sen. So kann man z.B. recht einfach eine Maschine konstruieren, die
(unabhingig von der Eingabe) genau dann anhilt, wenn die GOLDBACHsche?
Vermutung?® falsch ist. Kénnte man nun beweisen oder wiederlegen, dafi diese
Maschine bei Eingabe ihrer eigenen Nummer anhélt, hdtte man damit einen Ge-
genbeweis oder Beweis der GOLDBACHschen Vermutung. Es ist also nicht in jedem
Falle moglich zu entscheiden, ob eine natiirliche Zahl zur Menge RE gehort.

IDiese sogenannten Blindginger kénnen unter anderem entstehen, wenn in keinem der Pro-
grammschritte in den STOP-Zustand gewechselt wird oder wenn das Programm insgesamt
unvollstandig ist.

2CHRISTIAN GOLDBACH (1690-1764), deutscher Mathematiker.

3Die GoLDBACHsche Vermutung ist eine der #ltesten offenen Fragen der Zahlentheorie und
der Mathematik iiberhaupt: Jede gerade Zahl grofier oder gleich 4 ist als Summe zweier Prim-
zahlen darstellbar. Die GOLDBACHsche Vermutung ist bisher weder bewiesen noch widerlegt
worden. Die meisten Mathematiker halten die Vermutung aus statistischen Griinden fiir wahr.
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Wichtig soll hier erst einmal nur sein, dal man fiir bestimmte TURING-Maschinen
beweisen kann, dafl sie bei Eingabe ihrer eigenen Nummer nicht anhalten. Wir
konnen also fiir bestimmte natiirliche Zahlen zeigen, daf sie zur Menge K gehoren.
Wir wollen versuchen, all diese Zahlen in einer Menge zusammenzufassen.

Zunéchst wollen wir definieren, was wir unter der Beweisbarkeit von mathemati-
schen Aussagen verstehen wollen.

Sei A die Menge der mathematischen Aussagen?. Wir fithren nun folgende Funk-
tion Beweis : A — {wahr, falsch} ein:

Definition 2.2. (menschliche Beweise)

wahr, A ist wahr und menschliche Mathematiker sind
Beweis(A) := prinzipiell in der Lage, dies zu beweisen
falsch, sonst.

Die Beschréankung auf menschliche Mathematiker ist nicht als echte Beschréankung
zu verstehen, ebensogut sind Beweise von Nicht-Mathematikern zugelassen, die
prinzipiell von Mathematikern verstanden werden kénnen.

13

Die Formulierung ,,...menschliche Mathematiker sind prinzipiell in der Lage, ...
soll bedeuten, dafl ein korrekter (menschlicher) Beweis existiert oder nach endli-
cher Zeit gefunden wird.

Man kann sich Beweis(A) einfach vorstellen als:
L Es existiert ein Beweis fir A, der durch korrektes menschliches Schluffolgern
gefunden werden kann.“

Sicher ist die Definition keine mathematische Definition im strengen Sinne. Wir
wollen fiir die weiteren Betrachtungen aber davon ausgehen, dafl sie in dieser
Form sinnvoll ist, d.h. eine exakte Definition fiir eine bestimmte Funktion
Beweis : A — {wahr, falsch} liefert, die mathematischen Aussagen den Wert
,2wahr* oder ,falsch® zuordnet, je nachdem, ob die entsprechende Aussage von
menschlichen Mathematikern prinzipiell bewiesen werden kann oder nicht.”

4Die Menge der mathematischen Aussagen ist natiirlich nicht hinreichend definiert. Wich-
tig ist in diesem Zusammenhang jedoch nur, dafl jede dieser mathematischen Aussagen einen
Wahrheitswert (wahr oder falsch) hat, auch wenn wir diesen Wahrheitswert unter Umsténden
nicht kennen.

SWenn man die prinzipielle Existenz korrekter mathematischer Beweise nicht in Frage stellt,
wird man sicher auch nicht an der Korrektheit der Definition zweifeln. Im Grunde werden
alle wahren Aussagen A, zu denen ein korrekter mathematischer Beweis existiert oder in der
Zukunft gefunden wird, aufgesammelt und es gilt dann Beweis(A) = wahr.
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Es bleibt zu erwéhnen, dal der Wahrheitswert Beweis(A) von mathematischen
Aussagen A zwar immer existiert, aber nicht in jedem Fall von menschlichen
Mathematikern angegeben werden kann.

Falls die Aussage A falsch ist, gilt natiirlich Beweis(A) = falsch, falls es einen
menschlichen Beweis fiir A gibt, gilt Beweis(A) = wahr. In anderen Fillen ist
der Wahrheitswert von Beweis(A) unter Umstéinden unbekannt®. Zum Beispiel
konnte die oben beschriebene GOLDBACHsche Vermutung wahr sein, aber wir
kénnen es nicht beweisen.

Zwei einfache Schlufifolgerungen aus der Definition sind:

Beweis(A) = A (1)
[Beweis(A) N\ Beweis(A = B)] = Beweis(B) (2)

In der Aussage (1) verstehen wir A als ,,Die Aussage A ist wahr.“ Damit gilt die
Aussage (1) trivial, weil eine Aussage natiirlich wahr sein muf, wenn ein Beweis
fiir sie existiert.

Die Aussage (2) gilt, weil man an den Beweis fiir A einfach den Beweis fiir A = B
anhédngen kann und somit einen Beweis fiir B erhélt.

Wir definieren eine Menge, die uns im weiteren sténdig beschéftigen wird:

Definition 2.3. (D)
D :={n € IN: Beweis(M,(n) = 1)}

In ROGER PENROSE’s Buch ,Schatten des Geistes“ [3] wird diese
Menge in dhnlicher Form definiert. Dort heifit es:

»(...) Nehmen wir also an, wir hétten ein Rechenverfahren A, das
uns dann, wenn es erfolgreich zum Ende kommt, beweist, dafl eine
Berechnung wie C'(n) in der Tat niemals authort. Wir versuchen uns
vorzustellen, dafl A alle Verfahren enthélt, mit deren Hilfe menschliche
Mathematiker iiberzeugend beweisen konnen, daf§ Berechnungen nicht
anhalten. Wenn A in einem bestimmten Fall je zu einem Ende kommt,
héatten wir also einen Beweis dafiir, dafl diejenige Berechung, auf die
A sich bezieht, niemals anhalt. (...)“

SKURT GODEL bewies im sogenannten GODELschen Unvollstindigkeitssatz: In jeder denk-
baren Theorie der natiirlichen Zahlen bleiben wahre arithmetische Aussagen {ibrig, fiir die man
weder beweisen kann, ob sie wahr sind, noch, ob sie falsch sind. Durch diesen erstaunlichen Satz
ist der Mathematik eine prinzipielle Grenze gesetzt: Nicht fiir jedes mathematische Problem
gibt es auch eine mathematische Losung!
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Dabei ist mit C'(n) nicht die Berechnung M, (n) gemeint, sondern
noch etwas allgemeiner irgendeine Berechnung C' mit Eingabe n. Alle
Berechnungen C' werden spéater durchnumeriert und entsprechen dann
(mit einer etwas anderen Codierung) den TURING-Maschinen M;, die
in dieser Arbeit betrachtet werden.

Penrose schreibt weiter:

»(...) Das Verfahren A kann man sich jetzt als eine Berechnung vor-
stellen, die dann, wenn ihr das Zahlenpaar ¢,n vorgelegt wird, ver-
sucht zu zeigen, da8 die Berechnung C,(n) niemals aufthéren wird.
Wenn die Berechnung A also aufhdrt, ist damit bewiesen, dafi Cy(n)
nicht anhdlt. Fiir unsere Zwecke werden wir uns in Kiirze vorzustellen
versuchen, dafl A eine Formalisierung aller Verfahren ist, mit denen
menschliche Mathematiker giiltig zu entscheiden vermégen, daf3 Be-
rechnungen niemals aufhoren. (...) Die Berechnung, die A durchfiihrt,
148t sich, da sie von den beiden Zahlen ¢ und n abhéngt, als A(g,n)
schreiben, und wir haben:

Wenn A(g,n) anhalt, hilt C,(n) nicht an.

Betrachten wir jetzt speziell die Aussagen, fiir die ¢ gleich n gesetzt
wird. (...)“

Das Rechenverfahren A kann dann als die oben definierte Menge D
verstanden werden, wenn man den Definitionsbereich von A betrach-
tet und zusétzlich nur diejenigen Berechnungen betrachtet, in denen
n = q gilt.

Trivial gilt die Inklusionsbeziehung
D CK,

wobei K die in Definition 1.4 (Seite 16) definierte Menge ist. Wegen der Eigen-
schaft (1) auf Seite 24 muf} jedes Element von D auch Element von K sein.

Diese Menge ist, etwas locker formuliert, in einem menschlichen Sinne aufzidhlbar.
Das soll bedeuten:

Fiir alle n € D wird die Tatsache ,n gehort zur Menge D nach endlicher Zeit
von menschlichen Mathematikern festgestellt (bewiesen) werden.

Begriindung:

Denn fiir alle n € D gilt (nach Definition 2.2): Menschliche Mathematiker sind
prinzipiell in der Lage, n € K zu beweisen. Das heifit, ein Beweis fiir n € K
existiert bereits oder wird nach endlicher Zeit gefunden.

Fiir gewisse n ¢ D kann auch die Tatsache ,n gehort nicht zur Menge D
nach endlicher Zeit festgestellt werden. Wenn die Berechnung M,,(n) anhilt, gilt
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natiirlich n ¢ D. Dies kann in endlicher Zeit bewiesen werden, indem man einfach
die Berechnung M, (n) ablaufen 1a8t.

Ubrig bleiben die Fille, in denen menschliche Mathematiker nach endlicher Zeit
keinen Beweis fiir n € K finden konnen, die Berechnung M,,(n) aber auch nicht
anhéalt.

2.3 Anufzidhlbarkeit von D

Im Satz 1.2 (Seite 16) wurde K ¢ RE gezeigt. Wenn man nun D ¢ RE zeigen
konnte, hitte man eine Leistung des menschliches Denkens gefunden, die von kei-
ner TURING-Maschine nachvollzogen werden kann. Dabei beziehen wir uns auf
die oben erwidhnte Eigenschaft, die Menge D sei menschlich aufzéhlbar, wiahrend
D ¢ RE bedeuten wiirde, daf3 D nicht TURING-aufzéhlbar ist. Wir werden spéter
sehen, daf} die doch recht lockere Interpretation durchaus echten wissenschaftli-
chen Gehalt hat.

Leider kann D ¢ RE nicht in dieser allgemeinen Form bewiesen werden”, aller-
dings fithrt ein etwas schwicherer Ansatz zu folgendem Satz:

Satz 2.1. (Aufzihlbarkeit von D?)
Fiir kein k € IN gilt Beweis(Dy, = D)®

Beweis: (indirekt)
Zundchst eine kurze, aber durchaus wichtige Vorbemerkung:

Hierbei ergibt die Aussage Beweis(Dy = D) natirlich nur einen Sinn, wenn uns
(d.h. uns als menschlichen Mathematikern) die Zahl k € IN direkt bekannt ist,
also gewissermajlen eine spezielle natirliche Zahl ist.

Es ist in der Tat so, dafs
Beweis(D; = D)

eine wesentlich stirkere Aussage als
Beweis(3k € N(Dy, = D))

darstellt. Die Aussage Beweis(3k € IN(Dy, = D)) wiirde bedeuten, daf$ wir einen
Beweis dafiir haben, dafl eine beliebige (uns unter Umstinden véllig unbekannte)
Zahl die Aussage Dy, = D erfiillt.

"Ein zunichst vielversprechender, aber erfolgloser Versuch, D ¢ RE zu beweisen, wird im
Versuch eines Satzes 2.1 (Seite 32) besprochen.

8Die Behauptung des Satzes kann wie folgt umformuliert werden:
{k € N : Beweis(Dy, = D)} =10
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Die Zahl k aus der Behauptung des Satzes steht also tatsdchlich nur als Platzhalter
fir die (unendlich vielen) verschiedenen Sitze

Beweis(Dy = D) = falsch,

Beweis(Dy = D) = falsch,

Beweis(Dy = D) = falsch,

Nehmen wir also an, es gelte Beweis(Dy = D) fiir ein spezielles k. Damit gilt:
Beweis(VYn € N(n € Dy < n € D)).

Wir setzen n = k, damit gilt

Beweis(k € D, < k € D).

Weil k € Dy, dquivalent zu My(k) # L ist, folgt:

(a) Beweis(My(k) # L < k € D)

Weil aufSerdem k € D dquivalent zu Beweis(My(k) = L) gilt:

(b) Beweis(M(k) # L < Beweis(M(k) = 1))

Aus (a) folgt (unter Verwendung von Schluffolgerung (1), Seite 24)

My(k)# L<ekeD (%)
Aus (b) folgt (ebenfalls unter Verwendung von Schluffolgerung (1), Seite 24)
Beweis(My(k) # L = My(k) = 1)

und damit

Beweis(M,; (k) = 1)°.

Hieraus lassen sich zwei Aussagen ableiten:

(¢) (mit der Definition von D): k € D,

(d) (mit Schluf$folgerung (1), Seite 24): My(k) = L (xx)
Aus (c) und (*) folgt My (k) # L, im Widerspruch zu (**).
Damit ist der Satz bewiesen. O

In ROGER PENROSE’s Buch [3] wird dieser Beweis in einer ganz
dghnlichen Form gefiihrt. Dabei muf} allerdings angemerkt werden, dafl
der PENROSEsche Beweis in einer sehr prosaischen Form dargeboten
wird und zudem einer wohlwollenden Auslegung bedarf, da verschie-
dene wichtige Beweisbestandteile nicht explizit erwéhnt worden sind.

9Dies folgt aus der einfachen logischen Tautologie (4 = —A) = —A.
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So wird zum Beipiel in der oben aufgefiihrten ,,Definition* des Verfah-
rens A,(n) davon ausgegangen, dafi uns menschlichen Mathematikern
die Nummer eines solchen Verfahrens (nachdem ¢ gleich n gesetzt
wurde) direkt vorliegt. AuBlerdem verlangt PENROSE von seinem Re-
chenverfahren nicht nur die Eigenschaft:

»Wenn A(q,n) anhélt, so hélt C,(n) nicht an®,

sondern in der Interpretation des Prosaischen ,,Beweises“ auch deren
Umkehrung

» Wenn C,(n) nicht anhélt, so hélt A(¢g,n) an®,
obwohl dies an keiner einzigen Stelle vorher erwahnt worden ist.
So gelangt PENROSE schlieflich zu folgendem Schlufi:

»(...) Wenn wir A und seine Korrektheit kennen, &8t sich eine Berech-
nung Cj (k) konstruieren, von der wir sehen konnen, daf sie niemals
aufhort; deshalb kann A keine Formalisierung der Beweisverfahren
sein, die Mathematikern zur Verfiigung stehen, um — unabhingig
von der Beschaffenheit von A — zu beweisen, dafl Berechnungen nicht
aufhéren. Es gilt also:

Menschliche Mathematiker verwenden zum Nachweis mathematischer
Wahrheit keinen nachweislich korrekten Algorithmus. (...)“

Dabei ist mit der Korrektheit von A die Eigenschaft von A gemeint,
daB, wenn A(g,n) anhélt, damit ein Beweis fiir ,,C,(n) hélt nicht
an.“ vorliegt. Auflerdem steckt in dem kleinen Wort , nachweislich*
bei PENROSE nicht nur die Eigenschaft, dafl die Korrektheit von A
bewiesen worden ist, sondern auch die genaue Kenntnis der Nummer

eines solchen Verfahrens (also Algorithmus) A.

Alles in allem stellt der obige Satz 2.1 eine ziemlich genaue, aber mathematisch
wesentlich strengere Formulierung der PENROSEschen Gedanken dar.

Die Ausfithrungen von PENROSE in der Version seines Buches [3] wiirden einer
strengen mathematischen Priifung nicht standhalten.
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2.4 Was haben wir erreicht?

Versuchen wir uns klarzumachen, was wir iiberhaupt bewiesen haben.

Wir haben zunéchst die Menge D definiert. Diese Menge beschreibt menschliche
Féhigkeiten, gewisse mathematische Beweise (diese Beweise betreffen TURING-
Maschinen) zu fiithren. Sie soll in einem gewissen Sinne menschlich aufzahlbar
verstanden werden.

Dann haben wir {k € IN : Beweis(Dy = D)} = () bewiesen, d.h. daf} fiir kein
spezielles k € IN die Aussage

Beweis(D, = D)

gilt. Ein Beweis fiir Dy = D kann von menschlichen Mathematikern fiir kein
spezielles k € IN gefiithrt werden.

Dafiir kann es mehrere Griinde geben:

(1)

Das kann zum Beispiel daran liegen, dafl ganz allgemein D ¢ RE gilt.

Das wiirde bedeuten, es gibt tatséchlich keine Maschine, die D aufzihlt. Die
Behauptung von Satz 2.1 gilt dann trivial: Man kann D, = D natiirlich fiir kein
k € IN zeigen, denn dann wiirde ja D € RE gelten.

Menschliche Beweise fiir My (k) = L wéren dann nicht komplett von Computern
nachvollziehbar. Der Glaube an diese Variante 148t vermuten, dafl man geneigt ist,
die menschlichen Denkfihigkeiten grundsétzlichen tiber die (Denk-)Féhigkeiten
von Maschinen zu stellen.

)
Im Gegensatz dazu kann aber durchaus D € RE gelten.

Es gibt dann eine Maschine M}, die D aufzdhlt, nur sind menschliche Mathe-
matiker nach obigem Beweis nicht imstande, fiir dieses £ € IN einen Beweis fiir
Dy = D anzugeben.

Im Grunde 148t sich diese Tatsache auch mit gesundem Menschenverstand gut
vereinbaren. Hétten wir einen Beweis, dafl eine ganz bestimmte (uns bekannte)
natiirliche Zahl k die Figenschaft D, = D erfiillt, dann hétten wir eine exakte
mathematische Beschreibung der Menge D gefunden. Dies ist wirklich schwer vor-
stellbar, da wir dann eine exakte mathematische Beschreibung der prinzipiellen
menschlichen Fiahigkeit haben, gewisse mathematische Beweise zu fiihren. Wir
hétten also die Moglichkeit, alle natiirlichen Zahlen k gewissermaflen im Voraus
zu kennen, zu denen irgendwann menschlichen Beweise fiir M (k) = L gefunden
werden.

Welche der beiden Varianten (1) oder (2) man favorisiert, bleibt natiirlich jedem
selbst {iberlassen.
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2.5 Ein wenig Philosophie

Auf weitere interessante Tatsachen soll hier noch einmal speziell hingewiesen
werden:

(a)
D € RE bedeutet nicht sofort, dal wir eines Tages mit menschlich denkenden
Maschinen konkurrieren miissen.

Zum einen zeigt Satz 2.1, dafl Menschen grundsétzlich nicht in der Lage sind, ein
k € IN und einen Beweis fiir Dy = D anzugeben. Wir konnten die entsprechende
Maschine M, also nur sozusagen zufdllig finden, ohne einen Beweis fiir Dy, = D
zu haben.

Zum anderen bedeutet selbst das Vorhandensein der entsprechenden Maschine
M, mit D, = D nicht automatisch, dafl diese Maschine unser menschliches Den-
ken perfekt simulieren kann. Wir haben uns ja bisher nur auf einen sehr kleinen
Teil unserer menschlichen Denkfihigkeiten beschréinkt, namlich auf die Fahigkeit,
Beweise fiir ganz bestimmte mathematische Sachverhalte anzugeben. Alle ande-
ren menschlichen Denkleistungen bleiben von diesen Uberlegungen unberiihrt.

Allein die Versuche, die menschliche Fihigkeit zur sprachlichen Aufierung (und
seien es auch nur sprachliche Auflerungen in schriftlicher Form) mit Compu-
tern nachzuvollziehen, sind bisher von sehr geringem Erfolg gekennzeichnet. Es
gibt sehr gute Algorithmen der Spracherkennung, wenn es darum geht, aus ei-
nem akustischen Signal die entsprechenden Wérter zu erkennen, es gibt auch
ganz brauchbare Algorithmen, um diesen Sequenzen eine grammatische Struktur
zuzuordnen. Aber aus diesen Strukturen dann die logisch transparente Bedeu-
tungsrepréasentation abzuleiten, ist bisher kaum gelungen; ganz zu schweigen von
verschiedenen anderen kommunikativen und sozialen menschlichen Fahigkeiten.

(b)
Im Gegensatz dazu schlieBt D ¢ RE natiirlich nicht aus, dafl es eines Tages
Maschinen gibt, die menschliches Denken nahezu perfekt simulieren kénnen.

Die Tatsache, dafl menschliche Mathematiker unter Kenntnis der Nummer k der
Maschine und mit Hilfe des Beweises fiir D, = D eine ganz bestimmte ma-
thematische Aussage beweisen konnen (nédmlich Beweis(My(k) = 1)), die die
Maschine nicht nachvollziehen kann, stellt eine zutiefst theoretische Aussage dar.
Sie gibt kaum Auskunft dariiber, in welcher Art und Weise mogliche zukiinftige
Maschinen menschliches Denken simulieren kénnten.

(c)
Die weiter oben erwihnte lockere Formulierung ,, Die Menge D ist menschlich
aufzéhlbar®, wihrend die Menge D nur dann im klassischen Sinne aufzdhlbar

ist, wenn menschliche Mathematiker fiir kein £ € IN die Eigenschaft Dy = D be-
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weisen konnen, findet im Beweis von Satz 2.1 eine stérkere, eher wissenschaftliche
Bedeutung.

Falls ndmlich Beweis(Dy = D) fiir ein spezielles k € IN gilt, so folgt mit Hilfe
des Beweises Beweis(My(k) = L1). Wir (d.h. wir Menschen) hitten dann also
einen Beweis fiir My (k) = L; wihrend, wie der weitere Verlauf des Beweises zeigt,
die Maschine M), diesen Beweis nicht fiihren kann. Wir sind also in Bezug auf die
Aufzahlbarkeit der Menge D jeder Maschine M, iiberlegen, deren Nummer k wir
kennen. In abgeschwichter Form konnte man also folgende Interpretation wagen:

Menschliches Denken ist nicht durch von Menschen gebaute Maschinen
berechenbar.

(Denn wir konnen die Nummer jeder von Menschen gebauten Maschine angeben.)

(d)
Der Satz 2.1 behauptet nicht, daf§ ganz allgemein niemals D ¢ RE oder D € RE
gezeigt werden kann.

Wie oben bereits formuliert, kann natiirlich D ¢ RE gelten, und auch ein mensch-
licher Beweis dafiir ist nicht auszuschlieflen.

Ebenso konnte auch fiir D € RE ein Beweis gefunden werden! Es ist allerdings
unmoglich, dafl dieser Beweis die Mdoglichkeit beinhaltet, konstruktiv eines der
k € IN anzugeben, fiir das Dy = D gilt.

Populdarwissenschaftlich formuliert:
Die Maschine My, die D aufzihlt (das heifft Dy, = D), kinnte vor uns stehen,
aber wir wissen es nicht oder konnen es nicht beweisen.

(e)

Wir sprechen hier nach wie vor natiirlich nur von Computerprogrammen, die
TURING-berechenbare Funktionen berechnen. Dies schliefit nicht aus, dafl ei-
nes Tages ein Computer entwickelt wird, der in seinen Féhigkeiten iiber die
einer TURING-Maschine hinausgeht. Fiir solche Computer sind die obigen Uber-
legungen unter Umstédnden nicht mehr anwendbar.

Eine solche Entwicklung ist im Moment allerdings noch nicht abzusehen.
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2.6 Der Versuch eines schirferen Beweilses

Wenn man sich den Satz 2.1 (Seite 26) und den dazugehorigen Beweis genau
anschaut, konnte man auch den nun folgenden Versuch eines schérferen Beweises
wagen. Wir wollen zeigen, an welcher Stelle der schérfere Beweis scheitert:

Versuch eines Satzes 2.1.
D ¢ RE

Beweis: (indirekt)

Nehmen wir also an, es gelte D € RE.

Dann existiert ein k € IN derart, daf$ fir alle n € IN

My(n)# L& neD (%)
gilt. Mitn=Fk qilt

My(k)# L < keD

Nach der Definition fir D gilt weiter: k € D = M (k) = L, also:

My(k) # L = My(k) = L, woraus

M (k) =L (%)
folgt!©.

Da diese Tatsache soeben durch menschliche Mathematiker (wir selbst und der
verstehende Leser) herausgefunden wurde, liegt also offensichtlich ein Beweis fiir

M. (k) = L wvor, also gilt Beweis(My(k) = L), und damit
keD (F)
Mit () folgt My (k) # L, im Widerspruch zu (x%).

Es ist in der Tat nicht einfach, den Fehler im Beweis zu finden. Er findet sich in
der Begriindung, mit deren Hilfe der Schritt von (%) nach (F') vollzogen wird.

Ublicherweise werden in Beweisen gewisse Beweisschritte verkiirzend formuliert,
um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen. In diesem Fall fithrt uns echte mathemati-
sche Exaktheit den Fehler im Beweis vor Augen. Exakt betrachtet wurde bis zum
Schritt (xx) Folgendes gezeigt:

D € RE = Jk € IN(My(k) = 1) ()
Wenn wir nun daraus
D € RE = Jk € IN(Beweis(My(k) = 1)) (F)

19Djes folgt wieder aus (A = —A4) = —A.
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folgern kénnten, hiatten wir
DeRE=Jke NkeD)
und mit () auch

D € RE = My(k) # L.

Zusammen mit (x*') wiirde dann wie gewiinscht D ¢ RE folgen.

Von (k%) nach (F') tritt nun folgender Fehler auf:
Es ist schlicht falsch, dafl uns im Beweisschritt (xx") die Tatsache
dk € N(My(k) = 1)

direkt vorliegt. Wir wissen nur, dafl dies aus unserer Annahme D € RE folgen
wiirde. Um nun (F”) zu folgern'?, miifite man mindestens

Jk € N(My(k) = L) = 3k € IN(Beweis(M(k) = 1))
zeigen.

Diese Tatsache ist nicht schwer zu verifizieren. Fiithren wir hierzu vereinfachende
Bezeichnungen ein:

A sei die Aussage D € RE,
B seidie Aussage 3k € IN(Mi(k) = 1),
C'  seidie Aussage  Jk € IN(Beweis(M(k) = L1)).

Wir wissen A = B und wollen A = C schlulfolgern. Das ist gleichbedeutend mit
einem Beweis fir (A = B) = (A = (). Dieser Term kann wie folgt umgeformt
werden:

(A= B)=(A=0C)
~(=AV B)V (=AVO)
(AN=B)V-AVC
(AV-A)AN(-BV-A)VvC
-BV-AVC

—AV (B=C)

A= (B=0C)

Ohne an dieser Stelle einen Beweis fiir die Aussage B = C (also 3k € IN(My (k) =
1) = 3k € IN(Beweis(My(k) = 1))) anzugeben, kann der Beweisschritt (F”)

i

S

HExakt betrachtet steht (x) fiir die Aussage:
DeRE=Jdke NVneN (Mg(n)# L < ne D), daraus folgt dann:
DeRE=JkeN (My(k)# Lo keD)

2Dies ist die schwichste Aussage, die uns zum Ziel fiihrt.
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also nicht vollzogen werden, da iiber den Wahrheitswert der Aussage A (also
D € RE) an dieser Stelle nichts ausgesagt werden kann.

Natiirlich ist es unmoglich, aus

B & dk € IN(My(k) = 1)

den Schluf

C & Jk € IN(Beweis(My(k) = 1))
zu ziehen.

Hierzu sollte man sich klarmachen, was die verschiedenen Aussagen eigentlich
exakt bedeuten.

Jk € IN(My(k) = L) bedeutet:
Es gibt ein (uns unter Umsténden vollig unbekanntes) k € IN, welches die Aussage
My (k) = L erfiillt. Man kann die Aussage auch wie folgt umformulieren:

3k € IN(My (k) = 1) & K #1

Dabei ist K die in Definition 1.4 (Seite 16) eingefiihrte Menge, die das Haltepro-
blem beschreibt.

dk € IN(Beweis(My(k) = L)) bedeutet:

Es gibt ein k € IN, welches die Aussage Beweis(M (k) = L) erfiillt. Wie bereits
weiter oben beschrieben, impliziert die Formulierung Beweis(M(k) = L), dafl
wir das spezielle k € IN, fiir das My (k) = L gilt, auch tatséchlich direkt kennen.

Es geniigt also nicht, von der prinzipiellen Existenz eines k € IN mit M (k) = L zu
wissen, um den Beweis von My (k) = L fiir ein spezielles (sozusagen vorgegebenes)
k € IN zu fithren. Stellen wir uns dazu vor, jemand legt uns eine bestimmte
natiirliche Zahl n vor, mit der Aufgabe, M, (n) = L zu entscheiden. Das Wissen
um irgendeine (uns natiirlich vollig unbekannte) Zahl k& € IN mit My (k) = L
tragt zu der Entscheidung von M,,(n) = L iiberhaupt nicht bei. Mit Hilfe dieses
Wissens kann also kein Beweis fiir M,,(n) = L gefunden werden. Dies gilt fiir jede
beliebige natiirliche Zahl n. Fiir keine einzige natiirliche Zahl n kann ein Beweis
fiir My (k) = L auf diese Art und Weise gefunden werden.

Ein weiterer Aspekt der fehlerhaften Beweisfithrung besteht in folgendem:
Aus

D € RE = 3k € IN(M(k) = 1) (xx")
kann noch nicht einmal die Aussage
D € RE = Beweis(3Ik € IN(Mg(k) = 1)) (f)

hergeleitet werden.
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Wie oben bereits angedeutet, wurde die Aussage 3k € IN(My(k) = L) nicht
bewiesen. Wir wissen nur, dafl sie aus der Aussage D € RE folgt. Man kann fiir
(#x') auch schreiben:

(D ¢ RE) v (I € N(My (k) = 1)

Da der Wahrheitswert von D ¢ RE (die Behauptung des Satzes) an dieser Stel-
le natiirlich nicht bekannt ist, kann auch iiber den Wahrheitswert von dk €
IN(My (k) = L) nichts ausgesagt werden. Es liegt also nach wie vor kein Be-

weis der Aussage Ik € IN(M(k) = L) vor, damit kann auch nicht Beweis(Jk €
IN(My (k) = L)) geschluifolgert werden.

Die Aussage (f) ist schwécher als die benotigte Aussage
D € RE = Jk € IN(Beweis(Mg(k) = 1)) (F)

und wiirde im weiteren Verlauf des Beweises auch nicht zum Ziel fithren. Trotzdem
zeigt dies eine weiteren Fehler des Beweises. Im néchsten Abschnitt soll noch
einmal auf einfache Art gezeigt werden, welche Folgen Beweise hétten, die diesen
fehlerhaften Beweisschritt verwenden.

2.7 Ein weiterer Beweisversuch

Es wird nun ein Beweis angegeben, der das gleiche Beweisprinzip wie Satz 2.1
(Seite 32) verwendet, aber eine eindeutig falsche Aussage beweist:

Versuch eines Satzes 2.2.

Fiir jede beliebige mathematische Aussage A gilt:

Beweis(A) V Beweis(—A)

Beweis: Fiir den Beweis der Aussage beweisen wir fir beliebige Aussagen A die
Hilfsaussage (x):

(%) AV Beweis(—A)

Beweis: (indirekt)

Annahme: =A N ~Beweis(—A)

= -A (1)
= -~ Beweis(—A) (2)

Da die Tatsache (1) soeben durch menschliche Mathematiker (wir selbst und der
verstehende Leser) herausgefunden wurde, liegt also offensichtlich ein Beweis fiir
= A vor'®, damit gilt Beweis(—A), im Widerspruch zu (2). O

13Hier wird bewuflt der gleiche Wortlaut wie im oben aufgefiihrten Beweis fiir Satz 2.1 (Seite
32) verwendet.
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Da (%) fiir beliebige Aussagen A bewiesen wurde, gilt auflerdem (fir —A):
(%) —~AV Beweis(A).

Jede mathematische Aussage A hat einen eindeutigen Wahrheitswert, damit ent-
stehen hier also 2 Fille:

1. A= wahr
mit (xx) folgt Beweis(A).
2. A= falsch

mit (%) folgt Beweis(—A).
Daraus folgt die Behauptung Beweis(A) V Beweis(—A)

Es mufl wohl nicht nédher erlautert werden, warum der Satz offensichtlich eine
falsche Aussage beweist!4, die Auflésung des Problems liegt also im verwendeten
(falschen) Beweis.

2.8 Abschlu3bemerkungen

Obwohl interpretierende Aspekte der vorliegenden Arbeit schon im Abschnitt 2.4
(Seite 29) und im philosophischen Abschnitt 2.5 (Seite 30) angeschnitten wurden,
soll hier noch einmal eine kurze Zusammenfassung des Erreichten erfolgen.

Wir haben einen Teil der menschlichen Denkens, speziell die Fahigkeit zum kor-
rekten mathematischen Schluf(folgern in der Menge D beschrieben, welche die
natiirlichen Zahlen n enthilt, fiir die Beweis(M,(n) = 1) gilt.

Es konnte erfolgreich der Satz 2.1 (Seite 26) gezeigt werden.

Dieser Satz sagt sinngeméfl aus, dafl kein ¢ € IN gefunden werden kann, fiir
das ein mathematisch korrekter Beweis fiir D; = D angegeben werden kann,
also daf fiir keine bekannte TURING-Maschine bewiesen werden kann, daf} sie D
aufzahlt.

Ein Beweis 2.1 (Seite 32) der wesentlich schirferen Behauptung D ¢ RE ge-
lang nicht. Es wurden allerdings genauere Untersuchungen von Fehlern in einem
speziellen Beweisversuch dieser Behauptung vorgenommen.

Eine lohnenswerte Aufgabe fiir die Zukunft konnte darin bestehen, einen Beweis
fir D € RE oder D ¢ RE zu finden. Beide Moglichkeiten stehen nach wie vor

4 Auch hier sei noch einmal auf den bahnbrechenden Satz von KURT GODEL hingewiesen,
der besagt, daf} es in geniigend komplizierten mathematischen Systemen Aussagen A gibt, fiir
die weder Beweis(A) noch Beweis(—A) gilt.
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offen (siehe Abschnitt 2.5, Seite 30), wobei nach Meinung des Autors wohl eher
der Variante D ¢ RE in Frage kommt.

Zum Abschluf soll noch einmal KURT GODEL zu Wort kommen, der sich passend
zum Thema der Arbeit duBerte!®:

,Der menschliche Verstand ist nicht fahig, alle seine mathematischen Intuitionen
zu formulieren (oder zu mechanisieren). Gelingt es ihm, einige davon zu formulie-
ren, so liefert diese Tatsache neues intuitives Wissen, zum Beispiel die Konsistenz
des Formalismus.

Diesen Sachverhalt konnte man die ,, Unvollendbarkeit* der Mathematik nennen.

Andererseits bleibt es auf Basis des bislang Bewiesenen moglich, dafi es eine
Theorem-Beweismaschine geben konnte (die moglicherweise sogar empirisch nicht
zu entdecken ist), welche tatséichlich der mathematischen Intuition gleichwertig
ist. Das kann aber nicht bewiesen werden, ebensowenig wie bewiesen werden kann,
dafl diese Maschine in der Zahlentheorie nur korrekte Sétze liefert.“

15Zitiert nach HAO WANG, From Mathematics to Philosophy (New York: Humanities Press,
1974) Seite 324. WANG entnahm das Zitat dem unverdffentlichten Text einer Vorlesung, die
GODEL in Providence am 26. Dezember 1951 gehalten hat.



Abkiirzungen / mathematische Symbole

IN Die natiirlichen Zahlen (selbstverstandlich inklusive ,Null“):
IN=1{0,1,2,3,4,5,6,7,...}

RE Die Menge der aufzéhlbaren Mengen (siehe Definition 1.3, Seite 14)
REC Die Menge der entscheidbaren Mengen (siehe Definition 2.1, Seite 20)
@ Die leere Menge, auch {}.

Alphabet Der Begriff wird im iibertragenen Sinne fiir eine endliche nichtlee-
re Mengen benutzt. Meist bestehen Alphabete aus bestimmten Symbolen:
Buchstaben, Zahlen, auch Sonderzeichen. So ist z.B. {0, 1, A, _} ein Alpha-
bet, bestehend aus den vier Zeichen 0, 1, A und ,,_“.

Binirzahl (auch Dualzahl) Natiirliche Zahlen, die im Dualsystem (Zweiersy-
stem) dargestellt werden, bezeichnet man als Bindrzahlen. Solche Zahlen
bestehen lediglich aus Nullen und Einsen und zwar mit folgender Vereinba-
rung:

n=>y,z2"

Dabei ist z;, die k-te Ziffer der Zahlendarstellung von rechts (begonnen wird
mit 0) nach links. Mit der zusétzlichen Vereinbarung, daf§ jede von Null
verschiedene Binérzahl mit einer 1 beginnen muf, ist m die Stellenanzahl
der Zahl minus 1. Die natiirlichen Zahlen stellen sich als Binérzahlen also
wie folgt dar:

N = {0,1, 10,11, 100,101, 110, 111, 1000, ...}

Definitionsbereich Der Definitionsbereich einer Funktion ist die Menge aller
Werte, fiir die die Funktion definiert ist, also die Menge der Urbilder bzw.
die Menge der Argumentwerte der Funktion. Fiir Funktionen f : A — B
ist A der Definitionsbereich, B der Wertebereich der Funktion.

deterministisch Eine deterministische (=,vorbestimmte®, =, nicht zuféllige*)
Maschine hat zu keinem Zeitpunkt ihres Programmablaufs irgendwelche
Wahlméglichkeiten. Bei gleicher Eingabe gelangt sie immer iiber einen ex-
akt gleichen Ablauf zum gleichen Ergebnis. Im Gegensatz dazu kann man
auch nichtdeterministische Maschinen betrachten, die an gewissen Stellen
im Programmablauf zwischen mehreren Moglichkeiten der Programmabar-
beitung zufillig wéahlen.

38



eindeutig Eindeutige Relation:
R C X xY ist eindeutig, wenn fiir beliebige a € X und b,c € Y gilt:
Aus (a,b) € R und (a,c) € R folgt b=c.

Funktionen sind eindeutige Relationen.

eineindeutig Eineindeutige Abbildung, Funktion:

Eine Funktion f : A — B ist eineindeutig, wenn fiir beliebige a,b € A und
c € B gilt:

Aus f(a) =c und f(b) =c folgt a=0.

gleichméichtig Zwei Mengen A und B sind gleichméchtig, wenn ihre Méchtigkeit
iibereinstimmt. Es gibt dann eine eineindeutige Funktion f : A — B von A
auf B.

Input Eingabe

Komplement Das Komplement einer Menge A, die Teilmenge einer Menge M
ist, besteht aus den Elementen von M, die nicht zu A gehoren, und wird
mit A bezeichnet:

A=M\A
Michtigkeit (auch Kardinalitat) Die Méchtigkeit einer endlichen Menge ent-

spricht der Anzahl der Elemente. die Méchtigkeit von IN ist Ry, die Méch-
tigkeit von IR ist X;. Die Méchtigkeit einer Menge A wird mit |A| bezeichnet.

Output Ausgabe

Potenzmenge Die Potenzmenge einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen
von M. Sie enthélt z.B. die leere Menge () und die Menge M selbst. Als
verkiirzende Bezeichnung ist auch 2™ gebriuchlich. Enthilt die Menge M
endlich viele, sagen wir m, Elemente, so gilt: [2M] = 2™,
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